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خواص و طبيعت خاك هاي غير اشباع     •
متغيرهاي تنش در خاك هاي غير اشباع   •
اندازه گيري و تخمين مكش خاك •
جريان آب در خاك غير اشباع    •
مقاومت برشي خاك هاي غير اشباع   •
كاربرد مقاومت برشي در تعادل حدي       •
تغييرشكل در خاك هاي غير اشباع   •



مقدمه 

مكانيك خاك مشتمل بر تركيبي از مكانيك مهندسي، رفتار خاك و         �
.  باشد خواص آن مي  

مصالح خاكي زيادي وجود دارند كه در اجرا رفتاري متفاوت نسبت به              �
شود؛ از خود     آنچه مكانيك خاك كلاسيك و مفاهيم خاك يادآور مي     

.  دهندبروز مي
در واقع، حضور دو فاز يا بيشتر سيال در خاك، رفتار خاك را نسبت به          �

هاي كاملاً اشباع و يا خشك دچار تغيير كرده و براي مهندسان            خاك
.نمايد ژئوتكنيك موضوعي بحث بر انگيز جلوه مي   



مقدمه 

:  باشد هاي غير اشباع در موارد زير چشمگير مي     اهميت علم مكانيك خاك   
ها فرآيند خاكبرداري، بازسازي و تراكم خاك      -
هاي سطح زمين  حضور سطح آب زيرزميني در نزديكي لايه      -
هاي طبيعي سطح زمين     قرضه-
هاي رسي با پلاستيسيته بالا    زا و منبسط شونده همچون خاك    هاي تورم  خاك -
هاي  همچون خاك ) شدگي  حساس به افزايش رطوبت و خيس   (هاي رمبنده  خاك -

.  سيلتي سست  



مقدمه 

آيد، بسته به ميزان درجه اشباع، خاك      غير اشباع بر مي  همانگونه كه از نام خاك  •
.   دهدرفتار متفاوتي را از خود نشان مي     

. بندي نمود توان چهار فاز متفاوت را دسته      بسته به ميزان درجه اشباع مي   •



مقدمه 

طح  تغييرات فشار آب حفره اي در محدود خاك غير اشباع از مقدار صفر در س           •
.  مگاپاسكال در شرايط خشك خاك مي باشد          1000ايستابي تا  



مقدمه 

حالت آب زيرزميني در بالاي    •
Phreatic)خط ايستابي     line)

Vadoseرا اصطلاحا     zoneنامند  .

در واقع منطقه غير اشباع، منطقه    •
انتقالي فشار آب از حالت فشار آب      

 در خاك تا فشار آب در اتمسفر     
.  مي باشد  



مقدمه 

ز ورود آب از طريق بارش و خروج آن از طريق تبخير سطحي خاك يا تبخير ا     •
طريق پوشش گياهي، موجب تشكيل سطح ايستابي و توزيع فشار آب حفره اي          

در سطح خاك مي      ) فشار آب حفره اي منفي  (ريشه گياهان موجب افزايش مكش    •
.   شود 



هاي غير اشباع  تخمين خواص خاك 

هاي غير اشباع پيشرفت    گيري آزمايشگاهي پارامترهاي خاك اخيراً ابزار اندازه  •
. باشد ها قابل تعيين ميزيادي داشته و براي اكثر خاك    

.   باشد گير و پر هزينه مي  اين فرآيند، بسيار وقت اما•
هاي مختلفي جهت تخمين پارامترهاي فيزيكي و مكانيكي       بنابراين، روش•

.  شود  هاي نيمه اشباع بكار گرفته مي  خاك
. مطابق با جدول است   هاي غير اشباع   هاي تعيين خواص خاك   روش•



هاي غير اشباع  تخمين خواص خاك 



هاي غير اشباع  تخمين خواص خاك 

ا   در روش تعيين آزمايشگاهي به شكل مستقيم، بيشتر در موارد تحقيقاتي ي      •
در اين روش به تعيين  .   شود باشد استفاده مي    مواردي كه داراي اهميت زياد مي     

.  باشد  اي مي نيروهاي مكش پرداخته و روش پيچيده و پرهزينه   
–هاي نوين همچون منحني مشخصه آب    تواند براساس روش  ها ميبقيه روش•

:SWCC(خاك  Soil-Water Characteristic Curve (  انجام شود   .
•SWCC    دهد  رابطه بين درصد رطوبت خاك با نيروي مكش خاك را شرح مي.
روش تعيين آزمايشگاهي به شكل غير مستقيم همچون آزمايش صفحه فشاري،      •

.  باشد  مي SWCCبراي استفاده در روش    
هاي آن و استفاده    روشي است كه با داده     )  با مقداري تقريب (بندي خاك روش دانه•

.  گردد  هاي غير اشباع تعيين مي   پارامترهاي خاك ،SWCCدر روش  



نياز به علم مكانيك خاك غير اشباع   

هاي رسي در سراسر جهان شايع بوده و محققين و مهندسان از آن به              تورم خاك •
.  كنند عنوان يك خطر پنهان ياد مي     

 مطمئناً تكنولوژي مناسب براي   ،حل علمي مناسب   عدم وجود يك راه     به دليل •
.  باشد  هاي غير اشباع نياز مي بررسي رفتار خاك 

 و با مفهوم    تكنولوژي كه بايد عملي، با هزينه نه چندان زياد، بر پايه تئوري خوب        •
.  هاي اشباع باشد   موازي با مكانيك خاك  



نياز به علم مكانيك خاك غير اشباع   

گردد  از جمله مواردي است كه مستقيماً رفتار غير اشباع مطرح مي        �
هاي خاكي، پي واقع بر بستر با سطح بالاي آب         سدهاي خاكي، شيرواني    •

هاي متورم   هاي واقع بر خاك  هاي مرطوب، سازه ، خاكبرداري در خاك    زيرزميني
؛)فعال  (شونده 

بايست درك عميقي از مسائل تراوش، تغيير حجم و       مهندس ژئوتكنيك مي  �
. هاي غير اشباع داشته باشد    هاي مقاومت برشي خاك  مشخصه

هاي نيمه اشباع به خصوص در      فشار منفذي منفي از عمده مسائل مربوط به خاك     �
.باشد  هاي رسي متورم شونده مي     مورد خاك 



نياز به علم مكانيك خاك غير اشباع   



نياز به علم مكانيك خاك غير اشباع   



مقدمه 

.   شود خاك غير اشباع به طور معمول با سه فاز جامد، آب و هوا شناخته مي            •
ز مشخص    نيدر حاليكه بهتر آنست تا فاز چهارمي به نام وجه مشترك آب و هوا      •

. شود 
. آنگسترم توافق دارند   5در مورد ضخامت اين لايه بيشتر محققين بر مقدار     •
اين وجه مشترك همچون غشاي نازك فضاي بين آب و هواي درون حفرات را        •

در   جدا نموده و سبب تغيير درصد رطوبت، تغيير حجم و تغيير مقاومت برشي          
.  گردد خاك غير اشباع مي  



بندي خاك طبقه

بندي خاك   منحني دانه  �
بندي نماينده خوبي از توزيع حفرات بوده و براساس آن با تخمين       منحني دانه •

.    را تشكيل داد  (SWCC)خاك –توان منحني مشخصه آب   خوبي مي  

SWCCگيري شده  بيني شده و اندازه منحني پيش  ) ببندي ماسه منحني دانه ) الف 



بندي خاك طبقه

حدود آتربرگ  �
منحني انقباضي مربوط به تغييرات رفتاري خاك با توجه به تغيير درصد       •

.  باشد  رطوبت وزني آن مي 
هاي رسي با كاهش درصد رطوبت از حد مايع، مقاومت برشي خاك به          در خاك •

.  يابد دليل افزايش نيروي مكش افزايش مي  
.  نمايند ها با رسيدن به حد خميري شروع به كاهش درجه اشباع مي        بيشتر خاك•

به عبارت ديگر با كاهش رطوبت از حد خميري نمونه به كاهش حجم ادامه          
ابت داده تا آنكه با رسيدن به حد انقباض، كاهش حجم متوقف و حجم نمونه ث           

. گردد  مي



بندي خاك طبقه

اي است كه با     دهد، محدوده   كه حدود رطوبت حد خميري را نشان مي      Bنقطه •
و به عبارتي    ) نقطه ورود هوا (كاهش رطوبت، هوا وارد محدودة توده خاكي شده         

 درصد رو به كاهش رفته و موجب افزايش تدريجي نيروي       100درجه اشباع از    
. گردد مكش مي



بندي خاك طبقه



پوست انقباضي 

. اين پوست در مرز بين هوا و آب قرار مي گيرد     •
. بارزترين مشخصه پوست انقباضي، توانايي آن در اعمال نيروي كششي است          •
هاي   اين سطح همچون يك غشاي الاستيك تحت كشش از ميان خاك          •

. غيراشباع عبور نموده است    
اصلي در    ) باشد سه تاي ديگر آب، خاك و هوا مي    ( اين سطح چهارمين فاز    •

تر از باشد كه شناخت آن موجب درك بهتر و عميق     هاي غير اشباع مي  خاك
. گردد هاي غيراشباع مي متغيرهاي حالت تنشي در خاك   

توان    به دليل حجم كم اشغالي توسط اين فاز مي           ،وزني- از ديد روابط حجمي     •
ي از وزن   مقدار حجم آن را ناديده گرفته و از نظر وزني مي توان به عنوان قسمت         

.  آب آزاد در نظر گرفت 



كشش سطحي

au .   در خاك غير اشباع فشار هوا      بيشتر از فشار آب      مي باشد            •

. با افزايش نيروي مكش شعاع خميدگي پوست انقباضي كاهش مي يابد         •
شعاع خميدگي بي نهايت       ) حالت اشباع  (با كاهش نيروي مكش به صفر •

. ولي نيروي كشش سطحي همچنان ثابت مي ماند     ) سطح آب صاف (
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مويينگي 

.زاويه در حالتي كه آب خالص و شيشه تميز باشد، صفر مي باشد     



مويينگي در خاك 

جهت بررسي نيروي مكش در محيط متخلخل خاك مي توان از مدلسازي         •
گيري از روابط هندسي    هاي خاك و بهره  ساده ذرات كروي شكل به جاي دانه    

. استفاده نمود  

هاي كروي شكل خاك وابستگي بين اندازه فضاي متخلخل با دامنه   •
r        شعاع فضاي خالي 

R  45كروي شكل خاكي     دانه هاي    شعاع
Rr R

Cos
= −



مويينگي در خاك 

 بر اساس رابطه موئينگي   مقدار مكش در نقطه ورود هوا  •

در نظر گرفته شود؛    N/m07275/0=Tsچنانچه كشش سطحي آب برابر با  •
:عبارت است از   رابطه بين بزرگترين اندازه دانه خاك و نيروي مكش  
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Tu u RR
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حجمي-روابط وزني

مي   پوكي توده خاك به دو بخش حجمي مربوط به آب و هوا جدا         ، مطابق با شكل•
. شود 

v w a
w a

V V Vn n n
V V V

= = + = +

w
w

Vn
V

θ= =



حجمي-روابط وزني

يا دو پارامتر    با توجه به رابطه زير، تغييرات در هر فاز موجب تغيير در مقادير يك       •
. ديگر مي شود   



ناپديد شدن جرم 

از مسائل خاص در مهندسي ژئوتكنيك زماني است كه طي رخداد يك يا چند                 •
).خروج شيرابه از زباله ( پديده، جرمي از سيستم ناپديد ميگردد      

: دومسئله مي بايست مد نظر قرار گيرد   •
. قانون بقاي ماده و انرژي پابرجاست   −
. مدل مي بايست ناپديد شدن جرم در سيستم طي زمان را محاسبه كند             −
(REV)مطابق با قانون بقاي جرم در المان حجمي ارجاعي          −



ناپديد شدن جرم 

 بررسي  تغييرات آب درون خاك را مي توان با حل معادله ديفرانسيل جزئي تراوش         •
. كرد

 بررسي  REVاين رابطه تغييرات هد آب و در پي آن تغيير حجمي آب درون المان         •
. مي كند 

. فرض مي شود تغيير در تنش كل، چندان حجم آب در خاك را تغيير نمي دهد            •



حالات تنش 

ها توسط متغيرهاي تنش، كه تعادل ساختار خاك را         رفتار مكانيكي خاك •
.  گردد  بررسي مي نمايد، مشخص مي    

. در خاك اشباع، تنش موثر يكي از حالات تنش مي باشد         •



حالات تعادل 



حالات تعادل 

yرابطه تعادل نيروهاي سطحي و حجمي در جهت          •

. .xy y zy yDv
g dx dy dz

x y z Dt
τ σ τ

ρ ρ
∂ ∂ ∂   

+ + + =   ∂ ∂ ∂   
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∂ ∂ ∂
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حالات تعادل 

تعادل فاز آب  
هاي نهبه منظور جداسازي فاز آب ازمحيط غيراشباع دو اثر اندركنشي آب با دا         •

. مي شود  به شكل يك نيروي حجمي و نيروي وزني آب درنظر گرفته    خاك

. . 0ww
w w w sy
un n g F dx dy dz
y

ρ
 ∂

+ + = ∂ 

( )wsyF

The interaction force between the water and the 
soil solids, Fwsy , has the form of a “seepage force”.



حالات تعادل 

رابطه تعادل اسكلت خاك     
 آب وبا منها نمودن معادله تعادل كل از مجموع معادلات تعادل فازهاي هوا،              •

به ) جهت جاذبه زمين  (yپوست انقباضي، رابطه تعادل اسكلت خاك در جهت           
. دست مي آيد  

*

*
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حالات تعادل 

.با توجه به المان تنش نشان داده شده مي توان دو تانسور مستقل نوشت           •

x a yx zx

xy y a zy

xz yz z a

u
u

u
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حالات تعادل 

 برابر  براي آن كه خاك رفتار اشباع را از خود نشان دهد نياز نيست فشار هوا          •
.  بلكه فشار آب بايد چنان افزايش يابد تا برابر با فشار هوا گردد       . صفر شود  

به عبارت ديگر نشانه اشباع شدن خاك، تقريب ماتريس مكش به مقدار صفر      •
.  است 

زماني كه فشار آب چنان افزايش يابد    •
در اين حالت،   .   تا با فشار هوا يكسان گردد     

 شرايط اشباع فراهم شده و تنها يك متغير        
. ماند تنشي باقي مي   



نظريه الاستيسيته  

 تا يك    4/0هاي اشباع، ضريب فشار جانبي خاك در حالت سكون بين          در خاك •
يافته هم   تحكيمهاي غيراشباع كه معمولا پيش    درحالي كه در خاك     . است 

هاي كاملا خشك شده و       رسد و در خاك    هستند، اين مقدار به بيش از يك مي   
. استبرابر صفر ترك خورده 

 براي  با استفاده از تئوري الاستيسيته ارتباط بين تنش عمودي و كرنش عمودي        •
. باشد  ميزيرخاك همگن، همسان و غيراشباع مطابق با رابطه   

2 ( )v a a w
v h a

u u uu
E E H

σ µε σ
− −

= − − +



نظريه الاستيسيته  

.  مي باشد  زيراين رابطه براي كرنش افقي به صورت رابطه   •

شود مقدار     در نظر گرفته مي   كرنش افقي صفر در حالت سكون با توجه به اينكه      •
.باشد ميزيربه صورت رابطه   ضريب توزيع تنش افقي   

( 2 )h a a w
h v h a

u u uu
E E H

σ µε σ σ
− −

= − + − +

1 (1 )
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u uEK
H u
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خاك غير اشباع   -دايره مور



مكش 

مهندس ژئوتكنيك بايد فهم مناسبي از فيزيك مربوط به مكش خاك و بازه         •
.   گيري مكش داشته باشد   مقادير مكش، بسته به نوع و وسيله اندازه  

به دو قسمت مجزاي مكش متريك و مكش    به طور كلي نيروي مكش  •
.  اسمزي قابل بيان است  

مكش متريك با اعمال تغييرات محيطي همچون بارش باران و تغيير رطوبت       •
.  باشد خاك قابل تغيير مي 

هاي نمك موجود در آب درون خاك       مكش اسمزي به دليل تغيير در ميزان يون  •
. قابل تغيير بوده و در چنين شرايطي اهميت دارد     

ψ( )

( )a wu uψ π= − +



مكش 

Van’tتوان بر اساس اصول ترموديناميك بر اساس معادله           مكش اسمزي را مي •
Hoff به شكل رابطه زير تعيين نمود   .

اك  در بيشتر موارد موجود در مهندسي ژئو تكنيك، مسئله تغيير در رطوبت خ          •
تر از تغيير در ميزان نمك موجود در آب بوده و بدين دليل مكش        بسيار شايع

.اسمزي چندان چشمگير نيست    

KRT Cπ =



مكش 



مكش 

ها اولين و بهترين نشانه را براي تعيين منحني    بندي خاك خواص طبقه  •
SWCC  ا . نمايد  فراهم مي

 نشانه مناسبي از محدوده مكش متريك را به     SWCCز طرفي شكل منحني     ا•
.  همراه دارد 

سطح آب زيرزميني و عمق آن  •
 از سطح خاك نقش مؤثري در ميزان   

 مكش متريك در خاك داشته و     
تواند مقدار مكش متريك را بر     مي

اساس اعماق متفاوت سطح آب      
.  زيرزميني، مطابق با شكل تخمين زد



مكش 

سه منطقه اوليه براي خاك در شرايط كاهش درجه اشباع با روش خشك شدن 



مكش 

اي است كه هر    هاي خشك و تر به گونه   توجه گردد تغييرات مكش در منحني    •
دو نمودار با هم موازي بوده و براي يك رطوبت مشخص، مكش در حالت            

.   باشد خشك، بيشتر از آن در حالت تر مي    
دهنده اختلاف بين دو منحني خشك و تر، براي سه نوع خاك          نشان زير جدول •

. نمايدرا مشخص مي  



مكش 



مكش 

با استفاده از ابزار صفحه فشار         SWCCگيري   اندازه 
مطابق با شكل با استفاده از دستگاه      •

توان هوا را با فشار مورد نظر       فشار مي 
به نمونه خاك وارد نموده و از طرف     

گيري ديگر فشار آب خروجي را اندازه    
كرد و اختلاف اين دو مقدار را به عنوان         

.مكش متريك درنظر گرفت 



جريان آب در خاك غير اشباع   

نرخ جريان آب درون يك محيط متخلخل به شكل مستقيم وابسته به ضريب      •
. نفوذپذيري آن محيط مي باشد    

اين  هر چند در خاكهاي اشباع ضريب نفوذپذيري چندان تغيير نمي يابد؛ اما             •
 تغيير ضريب در خاك غير اشباع با تغييرات درجه اشباع و با تغيير نيروي مكش       

. مي نمايد 
با كاهش درجه اشباع، به دليل كاهش سطح مقطع فضاي آب، ضريب         •

(Tortuosity)در اين حالت انحنا مسير آب    .  نفوذپذيري نيز كاهش مي يابد  
. بيشتر مي شود  



جريان آب در خاك غير اشباع   

 مي   بدين ترتيب تغيير در درصد رطوبت، نيروي مكش و يا پتانسيل هيدروليكي   •
. تواند موجب تغيير در نرخ جريان آب در محيط متخلخل گردد      

ت  توجه شود كه تغييرات درصد رطوبت و مكش نبايد پايه اصلي پتانسيل حرك         •
. آب گردد 

كش در صورت صفر بودن تغييرات فشار هوا، به دليل ارتباط مستقيم نيروي م       •
ر نظر  به تغييرات فشار آب، مي توان تغييرات مكش را براي بررسي جريان آب د      

.  گرفت
. بهترين پارامتر براي توصيف جريان آب، تغييرات هد هيدروليكي است      •



جريان آب در خاك غير اشباع   

. ضريب نفوذپذيري وابسته به نوع خاك و نوع سيال مورد نظر مي باشد      •
براي آب مي توان رابطه نفوذپذيري را به شكل زير نوشت    •

ع  در خاك غير اشباع، ضريب نفوذپذيري را مي توان به تخلخل و درجه اشبا         •
.  وابسته دانست 



جريان آب در خاك غير اشباع   

مي توان درجه موثر اشباع را به شكل زير تعريف نمود       •

 زير مقدار درجه موثر اشباع براي نيروي مكش بيشتر از حد ورود هوا به شكل       •
. محاسبه مي شود    



جريان آب در خاك غير اشباع   

.  زدضريب نفوذپذيري آب در خاك غير اشباع را مي توان با رابطه زير تقريب       •



جريان آب در خاك غير اشباع   

ير حال جريان در جزء سه بعدي براي يك خاك غير اشباع با شرايط همگن و غ          
. همسان مطابق با شكل بررسي مي گردد    

( ) . ( ) . ( ) . 0

( ) . . 0

wywx wz
wx wx wy wy wz wz

wywx wz

vv vV dx v dy dz V dy v dx dz V dy v dx dy
x y z
vv v dx dy dz

x y z

∂∂ ∂
− + − + − =

∂ ∂ ∂
∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂



جريان آب در خاك غير اشباع   

:با توجه به قانون دارسي     

: غيرهمسان- غيرهمگنرابطه جريان در خاك غير اشباع براي حالت    �

: غيرهمسان - همگنرابطه جريان در خاك غير اشباع براي حالت    �

( ) ( ) ( ) 0w w w
wx a w wy a w wz a w

h h hk u u k u u k u u
x x y y z z

 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   − + − + − =     
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

2 2 2

2 2 2
. . . 0w w wwyw w w wx wz
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x x y y z zx y z
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h h h k k kh h hk

x x y y z zx y z
 

=  
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جريان آب در خاك غير اشباع   

اندازه گيري پارامترهاي جريان آب در خاك غير اشباع               
گيري ضريب نفوذپذيري جريان در خاك غيراشباع با فرض معتبر       به منظور اندازه �

بودن قانون دارسي، دو متغييرگراديان هيدروليكي و دبي جريان به روش            
.   شود گيري مي آزمايشگاهي اندازه 

.  آزمايش به دو روش حالت جريان دائمي و غيردائمي قابل انجام است         �
با ايجاد يك هد هيدروليكي ثابت، مكش متريك       :  آزمايش با جريان دائمي    در �

براي مكش متريك  ثابت و درصد رطوبت ثابت براي خاك، ضريب نفوذپذيري    
.  شود  مورد نظر محاسبه مي  

.باشد نخورده قابل انجام مي    اين روش براي هر دو نوع خاك بازسازي شده و دست    �

( )wk



جريان آب در خاك غير اشباع   



جريان آب در خاك غير اشباع   

 و  حالت دائمي زماني است كه دبي ورودي و خروجي آب از نمونـه يكـسان باشـد                �
. گيري نمايندها مقادير ثابتي را در زمان اندازهسنجكشش

. گرددگيري مياندازه) A(دبي جريان در سطح مقطع نمونه خاك �
از  كه به فاصله  T2 و T1هاي سنج در كششhw4 و hw3مقادير هد هيدروليكي �

. گرددگيري ميشوند و گراديان هيدروليكي اندازههم قرار دارند ثبت مي
. تعيين مي شودزيربدين ترتيب ضريب نفوذپذيري مطابق با رابطه �

td

3 4

( )( )t
w

w w

dQk
At h h

=
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جريان آب در خاك غير اشباع   
.محاسبه مي شودزير اي هوا از رابطه فشار حفره�

. محاسبه نمودزيراي را مي توان با رابطه فشار متوسط آب حفره�

.شود محاسبه ميزيرمكش متريك متوسط از رابطه �

. .a m mu g hρ=

3 4( ) ( ) .
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p p
w ave w
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مقاومت برشي 

در خاك اشباع مقاومت برشي با رابطه زير تعريف مي شود         •



مقاومت برشي 

: در حالت بحراني، رابطه رفتاري خاك غير اشباع به شكل زير مي باشد      •



مقاومت برشي 
ه  بدين ترتيب پارامترهاي مقاومت برشي در خاك غير اشباع چسبندگي، زاوي       •

. اصطكاك داخلي و چسبندگي ظاهري ناشي از مكش مي باشد           
نوع  پارامترهاي تاثيرگذار همچون دانسيته خاك، نسبت تخلخل، درجه اشباع،      •

. كاني، تاريخچه تنش و نرخ كرنش مي باشند  
. مطابق با مطالعات انجام شده،           مي باشد         • '

bφ φ≤



مقاومت برشي 
افزايش تنش عمودي خالص در مقدار مكش ثابت، موجب افزايش مقاومت          �

. برشي مي گردد   



آزمايش سه محوري
انتخاب صفحه سراميكي مناسب    �



آزمايش سه محوري



تخمين مقاومت برشي
مت با توجه به طبيعت پيچيده خاك هاي غير اشباع، تعيين پارامترهاي مقاو    •

لذا تخمين مقاومت برشي     . برشي از آزمايشگاه همراه با وقت و هزينه زياد است    
. همواره مورد علاقه بوده است     

: مطالعات نشان مي دهد كه    •
مكش بيشتر منجر به مقاومت برشي بيشتر تحت تنش محصوركننده ثابت مي     �

. گردد 
تنش محصوركننده بيشتر منجر به مقاومت برشي بيشتر تحت مكش ثابت مب    �

. گردد 
رابطه بين مكش و تنش برشي غير خطي بوده؛ به گونه اي كه شيب تغييرات      �

ي  در مكش هاي كم، زياد بوده و شيب در مكش هاي زياد، كم شده و حتي منف            
. مي گردد  



تخمين مقاومت برشي
SWCCبدين ترتيب مي توان مقاومت برشي خاك غير اشباع را با نمودار         •

. مرتبط نمود
به طور معمول مطالعات نشان مي دهد كه بيشينه مقاومت برشي و سپس           •

. كاهش آن در محدوده انتقالي اتفاق مي افتد       



تخمين مقاومت برشي
نتايج نشان مي دهد كه مقاومت برشي در مقادير مكش كمتر از مكش ورودي        •

. هوا خطي و مشابه مقاومت برشي خاك اشباع مي باشد        
براي خاك هاي ريزدانه، در حوالي مكش      . سپس نمودار منحني شكل مي گردد      •

.  ماندگار، پوش افقي مي گردد      
اما در خاكهاي ماسه اي در همين مكش يا كمتر، شيب منفي و مقاومت افت           •

. مي كند 
لي   بدين ترتيب دو نقطه مكش در لحظه ورود هوا و مكش ماندگار دو نقطه اص     •

. در تغييرات مكش و همچنين مقاومت برشي خاك هاي غير اشباع مي باشد       



تخمين مقاومت برشي



كاربرد مقاومت برشي

: در مسائل مهندسي موارد زير قابل طرح است     
چنانچه براي خاك بالاي تراز آب زير زميني مكش در نظر گرفته شود      •

. پايداري افزايش مي يابد   
با در نظر گرفتن مقدار كم براي مكش، فشار جانبي خاك در حالت محرك         •

. بيشتر و در حالت مقاوم كمتر تخمين زده مي شود       
ن به طوركلي تغييرات فشار آب حفره اي و مكش در پايداري و ضريب اطمينا          •

. شيرواني ها تاثير بسزايي دارد   
. مقاومت برشي خاك ها در مكش كم، دست كم تخمين زده مي شود           •



كاربرد مقاومت برشي

ر  با استفاده از تئوري خاك غيراشباع و با فرض پوش خطي حالت گسيختگي د           •
.توان مسائل مهندسي ژئوتكنيك را بازنگري نمود      خاك غيراشباع مي 

)الاستو پلاستيك كامل      (مسائل تعادل حدي   
تحليل فشار جانبي خاك   •
تحليل ظرفيت باربري•
تحليل پايداري شيرواني  •



فشار جانبي خاك     



فشار جانبي خاك     



فشار جانبي خاك     

ضريب فشار جانبي در حالت مقاوم        



فشار جانبي خاك     

 در عمق  )كاهشي (متغير   مكش 

( ) 2 2( )tan (1 )b
p v a a w

yp u N c N u u N
Dφ φ φσ φ′= − + + − −



ظرفيت باربري خاك     

 از رابطه زير قابل محاسبه است   ظرفيت باربري خاك غير اشباع •

واهد   بايد توجه نمود كه تخمين نيروي مكش متريك مقداري با خطا رو به رو خ      •
.گيري شده اعمال شود     بود و معمولا بايد ضريب اطمينان مناسب به مقدار اندازه       

0.5 . . .f c c f qq B N cN D Nγ γγ λ λ γ= + +



ظرفيت باربري خاك     

ميزان تغيير ظرفيت باربري خاك رسي غير اشباع در نتيجه تغيير مكش     رابطه، •
. متريك را محاسبه مي نمايد    

0 0

( ) tan
( ) ( )

a wf
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f u

u uq
q c

φ
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تحليل عددي مسائل  تحليل عددي مسائل  
ديناميكيديناميكي

))تحليل وابسته به زمان    تحليل وابسته به زمان    ((
تحليل بسياري از مسائل در مهندسي به گونه اي است كه شرايط مسأله با       تحليل بسياري از مسائل در مهندسي به گونه اي است كه شرايط مسأله با       

توان وابسته به زمان در  توان وابسته به زمان در  زمان تغيير نموده و تحليل اين گونه مسائل را مي       زمان تغيير نموده و تحليل اين گونه مسائل را مي       
 تعريف   تعريف  t=0t=0براي مثال شرايط حاكم بر يك مجموعه در زمان    براي مثال شرايط حاكم بر يك مجموعه در زمان    . . نظر گرفت نظر گرفت 

شده و با تغييرات در طول زمان شرايط بعدي مجموعه مورد جستجو   شده و با تغييرات در طول زمان شرايط بعدي مجموعه مورد جستجو   
تحليل حركت موج   تحليل حركت موج   توان بصورت  توان بصورت  مثالهايي از اين گونه مسائل را مي       مثالهايي از اين گونه مسائل را مي       . . باشدباشدميمي

. . . .  . . . .   و   و  هدايت گرما  هدايت گرما   و يا   و يا  رفتار ديناميكي سازه ها     رفتار ديناميكي سازه ها     در محيطهاي مختلف و يا   در محيطهاي مختلف و يا   
تحليل اين گونه مسائل طبيعتا در دامنه زمان براساس منفك          تحليل اين گونه مسائل طبيعتا در دامنه زمان براساس منفك          .  .  معرفي نمود معرفي نمود 

سازي حل معادلات ديفرانسيل پاره اي در پله هاي زماني كه به سري          سازي حل معادلات ديفرانسيل پاره اي در پله هاي زماني كه به سري          
. . شوند صورت خواهد پذيرفت  شوند صورت خواهد پذيرفت  معادلات ديفرانسيل معمولي مبدل مي      معادلات ديفرانسيل معمولي مبدل مي      



منفك سازي در حل مسائل با شرايط مرزيمنفك سازي در حل مسائل با شرايط مرزي

حل مسائل در قالب تحليل سري معادلات ديفرانسيل معمولي زير صورت            حل مسائل در قالب تحليل سري معادلات ديفرانسيل معمولي زير صورت            
: : پذيرفت  پذيرفت  ميمي

::جهت حل از سري توابع آزمايشي  جهت حل از سري توابع آزمايشي  

ααmm در فضاي مختلف مسأله تعريف شده و مقادير       در فضاي مختلف مسأله تعريف شده و مقادير      N N mmتوابع آزمايشي  توابع آزمايشي  
نهايتا حل مسأله منجر به     نهايتا حل مسأله منجر به     . . آمدند آمدند را بصورت اعداد ثابت بدست مي  را بصورت اعداد ثابت بدست مي  

: : گرديدگرديدتحليل سري معادلات جبري خطي زير مي    تحليل سري معادلات جبري خطي زير مي    

Ka = fKa = f
..آيند آيند ييبا حل اين معادلات ضرايب                                   بدست م    با حل اين معادلات ضرايب                                   بدست م    

0=+ PφL Ωدر دامنه 

0=+ rφm Гدر دامنه 
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 فرض نموده و انتخاب توابع   y را بصورت توابعي از    αmاگرمقادير    
.   در نظر گرفت z,x را توابعي از   آزمايشي در دامنه     

 را ارضاء  را ارضاء  به گونه اي بايستي باشند كه  شرايط مرزي مورد نياز در دامنه                       به گونه اي بايستي باشند كه  شرايط مرزي مورد نياز در دامنه                      توابع               توابع               
 بايستي محاسبه شده و      بايستي محاسبه شده و     yy بر حسب    بر حسب   ααmmبا كاربرد روش وزنه پس ماند ضرايب  با كاربرد روش وزنه پس ماند ضرايب  . . نمايدنمايد

 با متغيرهاي       با متغيرهاي      yyمعادلات حاصله بشكل يك سري معادله معمولي زوج شده بر حسب         معادلات حاصله بشكل يك سري معادله معمولي زوج شده بر حسب         
. . آيدآيدمستقل بدست مي مستقل بدست مي 

yyمرتبه معادله فوق برابر بزرگترين مرتبه از    مرتبه معادله فوق برابر بزرگترين مرتبه از    
در صورتيكه دامنه در صورتيكه دامنه . . باشد باشد در قالب معادله كلي مي      در قالب معادله كلي مي      

. . خواهد داشتخواهد داشت) ) PrismaticPrismatic(( باشد مسأله حالت ويژه منشوري      باشد مسأله حالت ويژه منشوري     yy مستقل از   مستقل از  
اي اساسا بروش اي اساسا بروش  بوده و چنين مجموعه  بوده و چنين مجموعه yyضرايب در معادله فوق مستقل از     ضرايب در معادله فوق مستقل از     

توان درحل  توان درحل  جزئيات اين روش تحليلي را مي   جزئيات اين روش تحليلي را مي   . . مستقيم تحليل خواهد شد   مستقيم تحليل خواهد شد   
..مسأله پيچش مورد بررسي قرار داد  مسأله پيچش مورد بررسي قرار داد  

Ω

( ) ( )∑
=

+=≅
M

m
mm zxNya

1
,ˆ ψφφ

ψ,mNΩ

f
dy
dacKa =++ ……



مطلوبست حل معادله                       در دامنه مستقل بصورت     مطلوبست حل معادله                       در دامنه مستقل بصورت      :  : 11مثال مثال 
..باشد باشد   با شرط           در مرزهاي مستطيل كه همان مسأله پيچش مي        با شرط           در مرزهاي مستطيل كه همان مسأله پيچش مي      

با بكارگيري توابع آزمايشي پيوسته بر روي دامنه و تلاش در جهت حل     با بكارگيري توابع آزمايشي پيوسته بر روي دامنه و تلاش در جهت حل     
: : توان سري ير را در نظر گرفت توان سري ير را در نظر گرفت ميمي

              وشرايط مرزي در دو انتهاي اين                 وشرايط مرزي در دو انتهاي اين    بصورت  بصورت xxدامنه     داراي تغييرات  دامنه     داراي تغييرات  
لازم به ذكر   لازم به ذكر   . . باشدباشد        در         مي        در         مي     و توابع شكل      و توابع شكل دامنه با انتخاب     دامنه با انتخاب     

 قرينه بوده و توابع آزمايشي بصورت زير    قرينه بوده و توابع آزمايشي بصورت زير   x=0x=0است كه پاسخ مسأله حول     است كه پاسخ مسأله حول     
: : قابل تعريف است  قابل تعريف است  

   و تقارن مسأله بوده و تابع     و تقارن مسأله بوده و تابع  اين شرايط در جهت ارضاء شرايط مرزي در      اين شرايط در جهت ارضاء شرايط مرزي در      
: : شودشودتقريب بصورت زير نوشته مي    تقريب بصورت زير نوشته مي    
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. شود         ارضاء ميشرايط مرزي در مرزهاي          با توابع

::برايبراي
در صورتيكه يك جمله در مجموعه تقريب در نظر گرفته شود، پس ماند        در صورتيكه يك جمله در مجموعه تقريب در نظر گرفته شود، پس ماند        

: : توان از رابطه زير محاسبه نمود توان از رابطه زير محاسبه نمود را ميرا مي

در  در  . . توان مطابق گذشته در اين مورد بكار گرفت   توان مطابق گذشته در اين مورد بكار گرفت   روش وزنه پس ماند را مي روش وزنه پس ماند را مي 
             انجام              انجام اين مورد دامنه انتگرال گيري بر روي دامنه     يعني     اين مورد دامنه انتگرال گيري بر روي دامنه     يعني     

: : بنابراين جمله وزنه پس ماند با وجود تقارن بصورت زير است     بنابراين جمله وزنه پس ماند با وجود تقارن بصورت زير است     . . شودشودميمي

با استفاده از  با استفاده از  ) ) Point cllocationPoint cllocation((                  و تطبيق نقطه اي                     و تطبيق نقطه اي   با انتخاب  با انتخاب  
: : يعني يعني .  .  شودشود         برابر صفر قرار داده مي         برابر صفر قرار داده ميروش وزنه پس ماند كه در   روش وزنه پس ماند كه در   
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: توان با دقت انتگرال گيري نموده و نوشت       اين معادله را مي 

A و B    ثابت بوده و شرايط مرزي برحسب α1 نمايد  نتيجه زير را حاصل مي:

:توان نوشت  با استفاده از يك جمله از سري تقريب مي  

 و 32/77بر اين اساس مقدار گشتاور پيچشي بدست آمده برابر      
 بوده و در مقايسه با مقادير        3/ 901حداكثر تنش برشي برابر    

.مي باشند خواهد بود  96/2و4/76دقيق كه به ترتيب   
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گسسته سازي پاره اي و حل مسائل وابسته به               گسسته سازي پاره اي و حل مسائل وابسته به               
زمانزمان

 معادله ديفرانسيل حاكم         معادله ديفرانسيل حاكم        خطي وابسته به زمان  خطي وابسته به زمان  در بسياري از مسائل   در بسياري از مسائل   
::توان بصورت زير نوشت  توان بصورت زير نوشت  را ميرا مي

ΩΩ                        در دامنه                                در دامنه        

 يك اپراتور خطي شامل ديفرانسيلها بر حسب مختصات         يك اپراتور خطي شامل ديفرانسيلها بر حسب مختصات        LLاپراتور اپراتور 
     توابع از پيش تعريف شده از موقعيت و          توابع از پيش تعريف شده از موقعيت و     و ضرايب    و ضرايب    

. . باشندباشندزمان  مي توانند      زمان  مي توانند      
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: : مثال مثال 
 از  از TT تحت كشش     تحت كشش    ρρ ارتعاش عرضي يك نوار كشيده شده با چگالي         ارتعاش عرضي يك نوار كشيده شده با چگالي        

::نمايد  نمايد  معادله زير تبعيت مي  معادله زير تبعيت مي  

::                                 با فرض                                  با فرض معادله معادله 

. . شودشوددر نظر گرفته مي در نظر گرفته مي 
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: : مثال مثال 
 و ضريب   و ضريب  ccρρانتقال حرارت گذرا و خطي در دامنه دو بعدي با ظرفيت حرارتي     انتقال حرارت گذرا و خطي در دامنه دو بعدي با ظرفيت حرارتي     

::نمايد نمايد  از معادله زير تبعيت مي    از معادله زير تبعيت مي   kkانتقال حرارت   انتقال حرارت   

: :  با فرض با فرضمعادله                            معادله                            
. .    قابل پيگيري است       قابل پيگيري است    

)  )  در صورتيكه          باشددر صورتيكه          باشد ( (ØØمضافا شرايط مربوطه براي پيدا كردن مقدار تابع     مضافا شرايط مربوطه براي پيدا كردن مقدار تابع     
 همراه با شرايط مرزي   همراه با شرايط مرزي  t=0t=0در تمامي نقاط در دامنه     در زمان     در تمامي نقاط در دامنه     در زمان     

 مورد استفاده قرار   مورد استفاده قرار  تعريف شده براي تمامي زمانهاي         در دامنه       تعريف شده براي تمامي زمانهاي         در دامنه       
. . گيرند گيرند ميمي
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در جهت   سازي پاره اي در حل معادله  گسسته كاربرد روش 
 وابسته به    حل مسائل تعريف شده در قبل بوده كه بطور مستقيم در جهت تحليل مسائل       

در اين رابطه توابع شكل    .   و غير وابسته به زمان قابل استفاده است      زمان در دامنه  
Nm    شوند باشند، در سري مورد استفاده زير بكار گرفته مي       كه توابعي از مختصات مي :

در رابطه فوق            در جهت ارضاء شرايط حدي مسأله در فضاي      
 بر روي معادله ديفرانسيل ماتريسي     كاربرد روش وزنه پس ماند  .  باشند مي

: زير قابل اجرا است 

: باشند مؤلفه هاي ماتريس ها در رابطه فوق بصورت زير قابل محاسبه مي         
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براي تكميل اين تحليل معادله ديفرانسيل معمولي بدست آمده با عنايت           
داده شده تحليل    .)         در صورتيكه          باشد (αبه مقادير اوليه   

روش كلاسيك تحليل معادلات ديفرانسيل      اين روش يك  . گرددمي
.شودمحسوب مي 
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 :  : 22مثال مثال 
 در حالت يك بعدي در دامنه            مورد نظر     در حالت يك بعدي در دامنه            مورد نظر    گذراي انتقال حرارت  گذراي انتقال حرارت  مسأله مسأله 

مشخصات حرارتي بصورت              و درجه حرارت اوليه به گونه اي  مشخصات حرارتي بصورت              و درجه حرارت اوليه به گونه اي  . . استاست
  ثابت و برابر    ثابت و برابر  x= 0,1x= 0,1درجه حرارت در  درجه حرارت در  . . باشدباشدتوزيع شده كه                مي توزيع شده كه                مي 

صفر فرض شده و لازم است تغيير درجه حرارت در زمان هاي بعدي     صفر فرض شده و لازم است تغيير درجه حرارت در زمان هاي بعدي     
: : معادله حاكم بر اين مسأله بصورت زير است    معادله حاكم بر اين مسأله بصورت زير است    .  .  محاسبه شود محاسبه شود 

t=0در  :                        شرايط مرزي

                                در     
 جزء Mبه ) دامنه            (در قالب روش اجزاء محدود دامنه فضايي مسأله      

با . شود خطي با گره هاي شماره گذاري شده مطابق شكل  تقسيم مي     
 با تقريب       در قالب روش اجزاء    روش گسسته سازي پاره اي  بكارگيري 

.محدود مورد استفاده قرار خواهد گرفت 
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m در گره تقريب تابع زمان درجه حرارتدر رابطه فوق     

 ارائه گر تابع شكل خطي استاندارد بوده كه در   N mبوده و 
  بصورت  x= 0,1با كاربرد شرايط مرزي در   .  شكل نشان داده شده است  

: توان نوشت زير مي
 :         tدر كليه زمانهاي     

در جهت سهولت بهتر است                 
 را بعنوان مجهول در نظر گرفته و با 
 اعمال  شرايط مرزي پس از تجميع
 اطلاعات بصورت ماتريس تحليل را   

.  دنبال نمود  

α (     جزء و شماره گذاري گره ها
b  (      توابع شكل سازگار در گرهm
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: : توان نوشت توان نوشت با كاربرد روش پس ماند گلركين مي     با كاربرد روش پس ماند گلركين مي     

: :  سري معادلات    سري معادلات   با جايگزيني تقريب        با جايگزيني تقريب        

:توان ارائه نمود معادله فوق را در شكل عمومي زير مي    
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تنها مؤلفه هاي   تنها مؤلفه هاي     داراي مؤلفه هاي صفر بوده و     داراي مؤلفه هاي صفر بوده و   ffبا استفاده از اجزاء خطي بردار  با استفاده از اجزاء خطي بردار  
: :  بصورت زير است بصورت زير استغير صفرغير صفر

: : باشند باشند ماتريسهاي اجزاء بطور نمونه بصورت زير مي  ماتريسهاي اجزاء بطور نمونه بصورت زير مي  

توان  را در حالت عمومي روش اجزاء محدود با تجميع مي   K , Cماتريسهاي 
براي اعمال شرايط حدي عمومي به مجموعه معادلات مربوط     . حاصل نمود 

 با شرايط                          حذف شده و تغييرات زماني    M+1 , 1به گره 
اين  . توان با معادلات باقيمانده محاسبه نمود      درجه حرارت در گره ها را مي 

توان با انتخات دو جزء خطي با طولهاي برابر در حاليكه                  روش را مي
. بصورت زير تحليل نمود  
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: : توان نوشت توان نوشت  مي ميx= 0,1x= 0,1با توجه به شرايط مرزي در با توجه به شرايط مرزي در 

در اين حالت رفتار مجهول       براساس معادله دومي بصورت               در اين حالت رفتار مجهول       براساس معادله دومي بصورت               
 يك ثابت بوده و     با مقدار معلوم    يك ثابت بوده و     با مقدار معلوم   AAبوده و پاسخ                    در حاليكه   بوده و پاسخ                    در حاليكه   

معادله اول و سوم را  معادله اول و سوم را  . .  بصورت         است تطبيق مي نمايد     بصورت         است تطبيق مي نمايد    t=0t=0آن در آن در 
 را در پهنه   را در پهنه  تغيير زمان تغيير زمان توان بكار گرفته و بطور تقريبي فلاكس حرارتي با    توان بكار گرفته و بطور تقريبي فلاكس حرارتي با    ميمي

.. بدست آورد  بدست آورد x= 0,1x= 0,1مرزهاي مرزهاي 
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روش تحليلي   روش تحليلي   

 حاكم در مسائل وابسته به     حاكم در مسائل وابسته به    اي معادلات اي معادلات گسسته كردن پاره    گسسته كردن پاره    براساس بخش قبلي    براساس بخش قبلي    
توان به سري معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل نموده و فرم         توان به سري معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل نموده و فرم         زمان را ميزمان را مي

..كلي معادله زير را حاصل نمود    كلي معادله زير را حاصل نمود    

حال به  حال به  . . باشندباشندمتقارن مي متقارن مي K,C,MK,C,Mعموما با بكارگيري روش گلركين ماتريسهاي     عموما با بكارگيري روش گلركين ماتريسهاي     
توان حل معادلات ديفرانسيل معمولي را مورد ارزيابي        توان حل معادلات ديفرانسيل معمولي را مورد ارزيابي        روش تحليلي مي  روش تحليلي مي  

سري معادلات ممكن است عملكرد غير    سري معادلات ممكن است عملكرد غير    در يك حالت عمومي،   در يك حالت عمومي،   . . قرار دادقرار داد
براي نمونه مسأله انتقال حرارت در حالت گذرا در حاليكه       براي نمونه مسأله انتقال حرارت در حالت گذرا در حاليكه        (  ( خطي داشتهخطي داشته

اما در اين بحث   اما در اين بحث   .) .) ضريب انتقال حرارت بر حسب درجه حرارت تغيير نمايد    ضريب انتقال حرارت بر حسب درجه حرارت تغيير نمايد    
توان بر روي مجموعه هاي خطي تمركز نموده كه بصورت تحليلي عموما       توان بر روي مجموعه هاي خطي تمركز نموده كه بصورت تحليلي عموما       ميمي

..گيرد  گيرد  در اين مسائل مورد استفاده قرار مي   در اين مسائل مورد استفاده قرار مي   

fKa
dt
daC

dt
adM =++2

2



معادلات مرتبه اول   معادلات مرتبه اول   
ي  ي  معادلات عمومي خطي از مرتبه اول نسبت به زمان را در حالت گسسته ساز       معادلات عمومي خطي از مرتبه اول نسبت به زمان را در حالت گسسته ساز       

: : توان نوشت  توان نوشت  شده بصورت زير مي شده بصورت زير مي 
 :   :  ΩΩ                                      در دامنه                                       در دامنه 

ادلات   ادلات   تابع تقريب بصورت        مورد استفاده قرار گرفته و نتيجه بصورت مع    تابع تقريب بصورت        مورد استفاده قرار گرفته و نتيجه بصورت مع    
::شود شود زوج شده حاكم بر مجموعه بصورت زير نوشته مي   زوج شده حاكم بر مجموعه بصورت زير نوشته مي   

 لزوم تعريف  لزوم تعريف t=0t=0 در سراسر پهنه دامنه در زمان   در سراسر پهنه دامنه در زمان  ØØشرايط اوليه و ارائه مقادير  شرايط اوليه و ارائه مقادير  
با فرض تقسيم دامنه زماني با      با فرض تقسيم دامنه زماني با      . . سازدسازد را روشن مي را روشن ميαα00 بصورت  بصورت ααمقدار اوليه مقدار اوليه 

توان توان اجزاء خطي مطابق شكل، در قالب روش اجزاء محدود سري زير را مي    اجزاء خطي مطابق شكل، در قالب روش اجزاء محدود سري زير را مي    
: : در نظر گرفت در نظر گرفت 
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باتوجه به      باتوجه به      . . استاستt=tt=tmm در زمان   در زمان  mm در گره    در گره   αα بيانگر مقدار تقريبي    بيانگر مقدار تقريبي   ααmmدر رابطه فوق   در رابطه فوق   
 در معادله سري پاسخ تابع     در معادله سري پاسخ تابع    αα براي تغييرات مؤلفه هاي          براي تغييرات مؤلفه هاي         NNmmكاربرد توابع شكل يكسان    كاربرد توابع شكل يكسان    

 همراه با گره     همراه با گره    nnزمان زمان براي جزء خطي در    براي جزء خطي در    .  .  باشد باشد  داراي يك مقدار اسكالر مي داراي يك مقدار اسكالر ميNNmmشكل  شكل  
براي چنين    براي چنين    .  .  توان شكل را در نظر گرفت  توان شكل را در نظر گرفت   مي ميt=tt=tn+1n+1 و  و t=tt=tnnزمان  زمان  هاي مربوطه در    هاي مربوطه در    

: : توان نوشتتوان نوشتجزئي ميجزئي مي

باشند،   باشند،   برابر صفر مي برابر صفر مي nnجزء  جزء  با توجه به اينكه ساير توابع آزمايشي اجزاء ديگربراي            با توجه به اينكه ساير توابع آزمايشي اجزاء ديگربراي            
: : توان نوشتتوان نوشتميمي

: : توان بر روي معادله اصلي بكار گرفته و نوشت     توان بر روي معادله اصلي بكار گرفته و نوشت     روش استاندارد وزنه پس ماند را مي روش استاندارد وزنه پس ماند را مي 
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:: بصورت زير تعريف شود   بصورت زير تعريف شود  WWnnدر صورتيكه تابع وزنه بصورت  در صورتيكه تابع وزنه بصورت  

10 +>,<,= nnn ttttW

( )∫
+ ==






 −+1 ,2,1,0;0ˆˆn

n

t

t n ndtWtfaK
dt
adC ……

α (      تقسيمات در دامنه زمان بصورت اجزاء خطيb (  جزء زماني  توابع شكل اجزاء درn



 مطابق رابطه   مطابق رابطه  nnجزء  جزء  توان فقط بر روي   توان فقط بر روي   عمليات انتگرال گيري را مي   عمليات انتگرال گيري را مي   
با بكارگيري     با بكارگيري     . .  نمود نمود        گسترش و انجام داده و بجاي مقدار      در اين جمله جايگزين                    گسترش و انجام داده و بجاي مقدار      در اين جمله جايگزين            

::توابع شكل تعريف شده دربالا جمله وزنه پس ماند بصورت زير است        توابع شكل تعريف شده دربالا جمله وزنه پس ماند بصورت زير است        

 با مؤلفه هاي ثابت بر روي جزء فرض شوند        با مؤلفه هاي ثابت بر روي جزء فرض شوند       K ,CK ,Cدر صورتيكه ماتريسهاي  در صورتيكه ماتريسهاي  
: : توان نوشت  توان نوشت  ميمي

توان با انتخاب مناسب      توان با انتخاب مناسب       حاكميت داشته و مي    حاكميت داشته و مي   nnجزء جزء چنين رابطه اي بر روي چنين رابطه اي بر روي 
αα را كه از مقدار  را كه از مقدار  . . . . , . . . . ,αα11, , αα22, , αα33 مقادير ضرايب   مقادير ضرايب  WWnnتوابع وزنه توابع وزنه 

..شود را بدست آورد شود را بدست آورد  آغاز مي آغاز ميدرزمان شروعدرزمان شروع
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ααnnتواند ارتباط  تواند ارتباط      معادله فوق مي       معادله فوق مي    , , ααn+1n+1   را بعنوان مقادير معلوم در دو     را بعنوان مقادير معلوم در دو  
توان بر حسب هر تابع وزنه توان بر حسب هر تابع وزنه اين معادله را مي اين معادله را مي .  .  تراز زماني مشخص نمايد  تراز زماني مشخص نمايد  

: : اي بصورت زير نوشت اي بصورت زير نوشت 

 بطور آرام با زمان تغيير نمايد، آنرا به سادگي       بطور آرام با زمان تغيير نمايد، آنرا به سادگي      ffدر صورتيكه تابع معلوم در صورتيكه تابع معلوم 
 در قالب تغييرات مصنوعي    در نظر       در قالب تغييرات مصنوعي    در نظر      nnجزء جزء براي تغييرات بر روي براي تغييرات بر روي 

: : گرفته و نوشت  گرفته و نوشت  
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: :  مطابق معادله   مطابق معادله  ααnn  بر حسب    بر حسب  ααn+1n+1روابط حاكم قابل تعريف در    روابط حاكم قابل تعريف در    

: : توان بصورت زير در نظر گرفت توان بصورت زير در نظر گرفت  را مي را مي

در صورتيكه بكارگيري تناسب در معادله    در صورتيكه بكارگيري تناسب در معادله    

براي براي (( مورد پذيرش نباشد    مورد پذيرش نباشد   nnجزء جزء   بر روي   بر روي ff بعلت طبيعت تغييرات تابع      بعلت طبيعت تغييرات تابع     
:  :  سپس معادله  سپس معادله  )  )  ضربهضربهنمونه در مجموعه مورد دريافت   نمونه در مجموعه مورد دريافت   

. . توان براي نتيجه دقيق بكار گرفت    توان براي نتيجه دقيق بكار گرفت     را مي را مي
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روشهاي بخصوص براي معادلات مرتبه اول روشهاي بخصوص براي معادلات مرتبه اول 
توان روشهاي توان روشهاي  در معادله                 ، مي  در معادله                 ، مي WWnnبا انتخاب هاي گوناگون توابع وزنه      با انتخاب هاي گوناگون توابع وزنه      

  براي هر    براي هر  روش تطبيق نقطه اي روش تطبيق نقطه اي در صورتيكه از در صورتيكه از . . حل متفاوتي را ارائه نمود  حل متفاوتي را ارائه نمود  
ايايجزء استفاده شود، اين بدان معني است كه                         بر    جزء استفاده شود، اين بدان معني است كه                         بر    

n= 0,1,2,3,. . .n= 0,1,2,3,. . .  بوده و سپس مي توان انتگرال معادله     بوده و سپس مي توان انتگرال معادله    ..
: :  يادشده را مستقيما بكار گرفته و رابطه زير را ارائه نمود    يادشده را مستقيما بكار گرفته و رابطه زير را ارائه نمود   

: : معادلهمعادله

نيز بصورت زير  نيز بصورت زير  
::شود شود  نوشته مي   نوشته مي  

ود بدست ود بدست اين روابط براساس معادله                    در قالب روش اجزاء محد    اين روابط براساس معادله                    در قالب روش اجزاء محد    
گيرد، روش  گيرد، روش  راهي ديگر كه بطور وسيع مورد استفاده قرار مي     راهي ديگر كه بطور وسيع مورد استفاده قرار مي     . . آمده اندآمده اند

.  .  توان در اين معادله بكار گرفت  توان در اين معادله بكار گرفت  اختلاف محدود است كه مي اختلاف محدود است كه مي 
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tt22با علامت گذاري نقاط زماني      با علامت گذاري نقاط زماني       , t, t11 , t, t00  بر روي محور زمان     بر روي محور زمان     . .  .  . . .  .  .   و    و
::توان نوشت توان نوشت ميمي

با  با  . . باشدباشد    است مي    است ميپسوند        بيانگر مقدار در زمان               در حاليكه          پسوند        بيانگر مقدار در زمان               در حاليكه          
: : توان نتيجه گرفت  توان نتيجه گرفت  بكارگيري سري تيلور مي بكارگيري سري تيلور مي 

: : توان تقريب زير را نتيجه گرفت  توان تقريب زير را نتيجه گرفت  از تجمع دو معادله فوق مي   از تجمع دو معادله فوق مي   

: : توان نوشت توان نوشت  در تقريب فوق مي   در تقريب فوق مي  EEبا توجه به مقدار خطاي با توجه به مقدار خطاي 
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EE بصورت          بوده و در صورتيكه         باشد  بصورت          بوده و در صورتيكه         باشد EEلازم به يادآوري است كه   لازم به يادآوري است كه   
.  .  بصورت          استبصورت          است

: : با ضرب معادله با ضرب معادله 
 در         ،  در         ، 

: : و معادلهو معادله

::توان نوشت   توان نوشت    در      و جمع دو معادله مي  در      و جمع دو معادله مي 

در صورتيكه تقريب معادلات قبلي در     در صورتيكه تقريب معادلات قبلي در     . . در اين صورت خطا بصورت         است در اين صورت خطا بصورت         است 
معادله معادله 

وق منظور شود،   وق منظور شود،        بكار گرفته شده و نتيجه           براي           در معادله ف         بكار گرفته شده و نتيجه           براي           در معادله ف    
: : نتيجه بصورت زير است  نتيجه بصورت زير است  
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::رابطه بدست آمده همان نتيجه حاصل از روش اجزاء محدود مطابق رابطه   رابطه بدست آمده همان نتيجه حاصل از روش اجزاء محدود مطابق رابطه   

در صورتيكه نقاط تطبيق    در هر جزء بطور مناسب انتخاب شوند،         در صورتيكه نقاط تطبيق    در هر جزء بطور مناسب انتخاب شوند،         . .  است است
::توان معادله فوق را كه متعلق به روش اختلاف محدود براي حل رابطه      توان معادله فوق را كه متعلق به روش اختلاف محدود براي حل رابطه      ميمي

:: بدست آورد  بدست آورد حالات زيرحالات زيرباشد در  باشد در                           مي                         مي

(Forward Difference(Forward Difference)) حالت اختلاف به جلو   حالت اختلاف به جلو  --11
–– Crank Crank(( روش ميان اختلاف   روش ميان اختلاف  --22 NicolsonNicolson((
))Back ward DifferaceBack ward Differace(( روش اختلاف عقب  روش اختلاف عقب --33
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حالت اختلاف به جلو    حالت اختلاف به جلو    --11
::اين حالت با جايگزيني         در معادله         اين حالت با جايگزيني         در معادله         

: : شودشود  بصورت زير حاصل مي       بصورت زير حاصل مي     

. .  را بدست آورد  را بدست آورد C C --11توان معكوس  توان معكوس   قطري باشد، به سادگي مي     قطري باشد، به سادگي مي    CCدر صورتيكه ماتريس  در صورتيكه ماتريس  
 از رابطه زير بدست      از رابطه زير بدست     ααnn مستقيما بر حسب     مستقيما بر حسب    ααn+1n+1 ناميده شده زيرا     ناميده شده زيرا    روش ضمنيروش ضمنياين اين 
: : آيدآيدميمي

 فوق دارد،   فوق دارد،  توان نشان داد كه با وجود مزايايي كه كاربرد روش ضمني در حل معادله توان نشان داد كه با وجود مزايايي كه كاربرد روش ضمني در حل معادله ميمي
 در  در CCماتريس  ماتريس  . . نارسائيهايي نيز در انتخاب طول پله زماني         وجود خواهد داشت             نارسائيهايي نيز در انتخاب طول پله زماني         وجود خواهد داشت             

شود كه گسسته سازي به روش اختلاف محدود در فضاي هندسي         شود كه گسسته سازي به روش اختلاف محدود در فضاي هندسي         صورتي قطري مي صورتي قطري مي 
در صورتيكه اين گسسته سازي در قالب روش اجزاء محدود انجام شود        در صورتيكه اين گسسته سازي در قالب روش اجزاء محدود انجام شود        .  .  صورت گيرد صورت گيرد 

و ديگر شرائط حاصله در  و ديگر شرائط حاصله در  .   .    قطري نخواهد شد    قطري نخواهد شد   CCماتريس ماتريس 
.  .   اثركاربرد روش ضمني در اين قطري سازي مؤثر نخواهد بود      اثركاربرد روش ضمني در اين قطري سازي مؤثر نخواهد بود     

براي نمونه   براي نمونه   .  .   صورت پذيرفته است    صورت پذيرفته است   CCتلاشهاي مستمري در جهت قطري سازي ماتريس     تلاشهاي مستمري در جهت قطري سازي ماتريس     
. . توان مسأله يك بعدي با اجزاء دو گرهي خطي را در نظر گرفت       توان مسأله يك بعدي با اجزاء دو گرهي خطي را در نظر گرفت       ميمي

( ) ( ) 11 11 ++ +−=








−+
∆

−+








+
∆

nnn

n

n

n

ffaK
t

CaK
t

C θθθθ
0=θ

nn

n

n

n

faK
t

Ca
t

C
=








∆

−+
∆

+1









+







−

∆
∆= −+ nn

n
n

n faK
t

CCta 11

nt∆

∫Ω
Ω= dNWC mm �� α



  براي     براي   CCee در اين حالت ماتريس       در اين حالت ماتريس      روش گلركينروش گلركينبا بكارگيري   با بكارگيري   
::  بصورت زير است   بصورت زير است j , ij , i با شماره گره هاي    با شماره گره هاي   eeجزء  جزء  

مؤلفه هاي اين ماتريس با انتگرال گيري عددي محاسبه شده و با            مؤلفه هاي اين ماتريس با انتگرال گيري عددي محاسبه شده و با            
استفاده از سري انتگرال عددي يك بعدي و نقاط مبنا بر روي          استفاده از سري انتگرال عددي يك بعدي و نقاط مبنا بر روي          

::توان نوشت توان نوشت گره ها مي گره ها مي 

. .  قطري خواهند شد قطري خواهند شدCC  و همچنين ماتريس كلي       و همچنين ماتريس كلي     در اين حالت  در اين حالت  
 و   و  ))(Lumped matrix)Lumped matrixعمل متمركز سازي ماتريس     عمل متمركز سازي ماتريس     

..آثار آن در تحليل مسائل در كتاب زينكويچ آمده است      آثار آن در تحليل مسائل در كتاب زينكويچ آمده است      
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–– Crank Crank(( روش ميان اختلاف  روش ميان اختلاف --22 NicolsonNicolson((

:: در معادله  در معادله با فرض  با فرض  
: : توان نوشت  توان نوشت   مي مي

 ناميده شده و تحليل با ماتريسهاي غير قطري در       ناميده شده و تحليل با ماتريسهاي غير قطري در      ايايروش اشارهروش اشارهاين اين 
ααمعادلات بايستي منجر به بدست آوردن    معادلات بايستي منجر به بدست آوردن     n+1n+1گردد گردد ..
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))Back ward DifferaceBack ward Differace(( روش اختلاف عقب        روش اختلاف عقب       --33

:: در معادله  در معادله با قرار دادن با قرار دادن 
رابطه حاصل در اين مورد بصورت زير   رابطه حاصل در اين مورد بصورت زير   . . شود شود  حاصل مي   حاصل مي  ايايروش اشارهروش اشارهتحليل به  تحليل به  

: : استاست

 بر روي تمامي   بر روي تمامي  تطبيق نقاط روش گلركين     تطبيق نقاط روش گلركين     يك روش در حل مسأله به طريقه  يك روش در حل مسأله به طريقه  
nn بر روي جزء  بر روي جزء  و يا  و يا اجراي اين روش در قالب   اجراي اين روش در قالب   . . اجزاء استاجزاء است

اين روش وزنه در فضاي دامنه عملكرد معادله اصلي صورت پذيرفته      اين روش وزنه در فضاي دامنه عملكرد معادله اصلي صورت پذيرفته      . . استاست
: : و با فرضو با فرض

 روي هر جزء  روي هر جزء  در   در  روش تطبيق نقاط   روش تطبيق نقاط    نتايج حاصله مطابق     نتايج حاصله مطابق    
. . استاست
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